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ABSTRACT 
In the context of this study, structural analysis of an elastic cantilever has been conducted 
using an iterative method based on Euler-Bernouilli equations. For this purpose, the beam has 
been considered to be divided into elements of equal length and the rotational angles have 
been assumed to be linearly changing over these elements in computing the elastic curve. At 
the beginning, the deformations caused by the loads acting on the structure is determined, and 
then by application of the loads on the deformed system, the new deflections are re-
calculated. This procedure is repeated until stabilization of deflections and rotations. The 
iterative process has been conducted using MS Excel. 
ÖZET 
Bu çalışma kapsamında elastik konsol bir kirişin statik analizi Euler-Bernoulli eşitlikleri 
kullanılarak yinelemeli bir yöntemle yapılmıştır. Bu amaçla kiriş eşit uzunlukta parçalara 
bölünmüş ve ötelenmelerin hesabında, bu parçalar üzerindeki dönmelerin doğrusal değiştiği 
kabulü yapılmıştır. Başlangıçta kirişe verilen yükün kirişte oluşturduğu şekil değiştirmeler 
belirlenmiş, şekil değiştirmiş kirişe tekrar aynı yükler etki ettirilerek şekil değiştirmeler 
doğrusal olmayan şekilde tekrar belirlenmiştir. Bu işlem şekil değiştirme sonuçları yeteri 
kadar birbirine yaklaştığında bitirilerek kirişin gerçek şekil değiştirmesi bulunmuştur. 
Yineleme işlemi Ms Excel programlarında yapılmıştır. 
GİRİŞ 
Pek çok çalışma elastik konsol kirişlerin büyük deformasyonu üzerine yoğunlaşmıştır. 
“Elastica” problemi olarak tanımlanan bu problemin çözümü için iki temel çözüm yöntemi 
mevcuttur. İlk yöntem eliptik integrallerin kullanıldığı yöntemdir. [1-9] Ancak bu yöntem 
sadece basit yükler için uygundur. 
İkinci yaklaşım ise sayısal yöntemlerdir. [9-27] Bu yöntemi kullanmak için ise oldukça uzun 
hesaplamalar ve pahalı paket programlar kullanmak gerekmektedir. 
Önerilen yöntemde ise sadece Excel ya da Matlab programı kullanarak basit bir algoritma ile 
yinelemeli olarak basitçe çözülmektedir. Çubuk eşit boylarda küçük parçalara ayrılmıştır. Bu 
çubuklar doğrusal yükler ile yüklendiği kabul edilmiştir. Her parça üzerindeki yükler ile 
denge denklemleri yazılarak parça üzerinde kuvvetler bulunmuştur. Her parça için birbirleri 
ile bağlantılı olarak denge denklemleri yazılmış, Euler Bernoulli denklemi yardımı ile şekil 
değiştirmeler bulunmuştur. Şekil değiştirmiş sistem üzerinden aynı yükler tekrar uygulanmış 
yeni şekil değiştirmeler bulunmuştur. Bu işlem yeter sayıda yapılmış gerçeğe oldukça yakın 
sonuçlar elde edilmiştir. 
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ÖNERİLEN YÖNTEM 
Kabuller 
Yapılan çalışma ile ilgili kabuller şunlardır: 
 Malzeme doğrusal elastiktir. 
 Kesme deformasyonları ihmal edilmiştir.(Euler kesme teorisi) 
 Kiriş parçası boyunca kesit alanı sabit tutulmuştur. 
 Yükleme düzlemi eğilme düzlemi ile çakışmaktadır. 
 Kiriş parçalarında dönme açısı doğrusal değişmektedir. 
 Kiriş parçalarında yanal yayılı yük doğrusal değişmektedir. 
 Tekil yükler ve momentler düğüm noktalarına etkimektedir. 
 
Formülasyon 
Konsol bir kiriş Şekil 1‟deki gibi yüklenildiği düşünülsün. 
 
Şekil 1. Çubuğa etkiyen yük çeşitleri ve şekil değiştirmiş çubuk. 
Euler-Bernoullinin diferansiyel denklemi izleyen şekildedir: 
  
d
EI M
ds

                                                                  (1)  
Çubuk h boyunda küçük elemanlara bölünmüştür. i elemanında Bu elemanların herbirinin 
üzerinde dönme ve yayılı yük doğrusal olarak değişmektedir.  
1i i
i
h
 
                    1,2....ni                            (2) 
1i i
i
Q Q
h
                   1,2....ni                            (3) 
 
Şekil 2. i ve i+1 noktaları arasında bölünmüş bir parça üzerindeki yükler. 
ix                       cos ih                      0i                             (4) 
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ix               
   1sin sini i
i
 

 
                 0i        
1i i ix x x              1,2....ni                        (5) 
 
iy                       sin ih                      0i                             (6) 
              
iy             
   1cos cosi i
i
 


                 0i        
           
1i i iy y y           1,2....ni                     (7) 
Şekil 2‟den hareketle sistemin bir parçası üzerindeki kesme kuvvetleri izleyen şekilde 
yazılabilir: 
 1
0
 
h
i i
t
V V W Q t dt

                 1,2....ni                        (8) 
 1
1
2
i i i iV V W h Q h
 
    
 
 0i         0i       1,2....ni       (9) 
Şekil 2‟den i parçasının uçlarındaki moment değerleri ise şu şekilde hesaplanabilir: 
   1 1
0
 
h
i i i i i i
t
M M P y V x Q t x x t dt 

                      1,2....ni                        (10) 
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0i  1,2....ni     (12) 
 
Euler-Bernoulli denklemi ve basitleştirilmiş şekli denklem 13 ve 14‟de verilmiştir. 
     ( )i
i
EI M t dt                                             (13) 
     1
2
i i
i
M M
h
EI
 

                                            (14) 
 
Farklı birçok yükler ile yüklü konsol kirişin yer değiştirme hesabı yapılırken öncelikli 
olarak bölünmüş her bir parça için ilk dönme açılarına  (θ) göre yer değiştirmeler (x ve y‟ler) 
hesaplanır. (İlk dönme açıları bu çalışma kapsamında 0 olarak alınmıştır.) Yer değiştirmelerin 
uygun olup olmadığı kontrol edilir. Eğer yer değiştirmeler uygunsa, doğrusal olmayan yer 
değiştirmeler bulunmuş, yükler altında şekil değiştirmiş kirşin gerçek şekli belirlenmiş olur. 
Ancak şekil değiştirme uygun değilse konsol kirişte yüklerin kiriş üzerinde meydana getirdiği 
kesme kuvvetleri ve momentler bulunur. Denklem 14 yardımı ile de momentlerden yeni 
dönme açıları (θ)  belirlenir. Yeni dönme açıları (θ)  ve aynı yükler, önceki yineleme 
Toklu
1
, Çerçevik
2
, Yaylı
3
  
 XIX. Ulusal Mekanik Kongresi 973 
sonucunda şekil değişimi belirlenmiş kirişe tekrar etki ettirilir ve yeni yer değiştirmeler (x ve 
y‟ler) belirlenir.  (Bu şekilde ilk yineleme tamamlanmış olur.) Yer değiştirmelerin uygun olup 
olmadığı tekrar kontrol edilir. Şekil değiştirmeler uygun değilse aynı yükler şekil değiştirmiş 
kirişe tekrar etki ettirilir ve yeni kesme kuvvetleri, momentler ve dönme açıları (θ)   bulunur. 
Yeni bulunan dönme açılarına (θ)  göre belirlenmiş yeni yer değiştirmelerin uygunluğu 
kontrol edilir. Bu uygunluk kriteri, bulunan yer değiştirmelerin önceki yinelemede bulunan 
yer değiştirmeler ile olabildiğince yakın olmasıdır. Bu yakınlık sağlandığında yineleme 
bitirilir ve çubuğun gerçek şekli bulunmuş olur. Statik denklemlerle çözümün akış şeması 
Şekil 3‟te görülmektedir. 
 
Şekil 3. Yerdeğiştirmeler hesap akış şeması 
 
 
 
 
Önerilen Yöntemin Yapılan Deneysel Bir Çalışma ile Karşılaştırması 
Belendez ve arkadaşları bir ucu ankastre elastik çubuk ucuna çeşitli yükler yükleyerek, 
çubuktaki şekil değiştirmeleri deneysel olarak belirlemiş, diferansiyel denklemlerden çıkan 
sonuçlar ile karşılaştırmışlardır. Hazırladıkları deney düzeneği Şekil 4 de verilmiştir. 
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Şekil 4. Hazırlanan deney düzeneği (Belendez 2003). 
        Yapılan çalışmada Young Modülü 194,3 GPa, çubuk ağırlığı 0,3032 N çubuk boyu 40 
cm, b=25 mm ve d=4 mm‟dir. Çubuk ağırlığı yayılı yük olarak düşünülmüş, 
q=0,3032/0,4=0,758 N/m olarak hesaplanmış, önerilen yöntem eşitliklerine göre – işaretle 
hesaplanmış, Çizelge 1„de karşılaştırmalı olarak verilmiştir. Çalışmada bulunan sonuçlar 
gerçek sonuçlara oldukça yakın değer olarak görülmektedir. 
Çizelge 1. Deneysel ve sayısal sonuçların karşılaştırılması. 
  Serbest Uç Düşey Yer Değiştirmesi (m) 
W(N) 
Bu 
Çalışma 
Sonucu 
Belendez 2003 
Deneysel Sonuçlar 
Fark 
(%) 
Belendez 2003 
Sayısal Sonuçlar 
Fark 
(%) 
0.000  0.0886 0.089  0.4 0.0898  1.3 
-0.098  0.1495 0.149  0 0.1516  1.4 
-0.196  0.1933 0.195  0.9 0.1960  1.4 
-0.294  0.2240 0.227   1.4  0.2270   1.4  
 
SAYISAL SONUÇLAR 
         Yapılan çalışma sonuçları boyutsuz olarak sunulmuştur. Boyutsuzluk için izleyen 
denklemler kullanılmıştır: 
  
X L
x
L
 ,     
Y L
y
L
  , yer değiştirmiş serbest uç koordinatları, 
2
 
P L
P
EI
, serbest uçtaki yatay yük, 
2
  
W L
w
EI
, serbest uçtaki düşey yük, 
3
  
Q L
q
EI
, düzgün yayılı düşey yük. 
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Şekil 5. Yayılı ve yatay yüklerle yüklenmiş kiriş. 
        Şekil 4‟te görülen çeşitli yüklerin kiriş üzerinde oluşturduğu çeşitli şekil değiştirme 
analizleri izleyen kısımda sunulmuştur. Burada çizilen grafikler kirişi 50 parçaya bölerek ve 
20 iterasyon ile bulunmuş sonuçlardır (Şekil 6-8). 
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Şekil 6. q= 1 için farklı yatay yükler altında gerçek kiriş yer değiştirmeleri. 
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Şekil 7. q= 1,25 için farklı yatay yükler altında gerçek kiriş yer değiştirmeleri. 
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Şekil 8. q= 1,5 için farklı yatay yükler altında gerçek kiriş yer değiştirmeleri. 
SONUÇLAR 
     Literatürde araştırmacılar Elastika probleminin çözümü için pek çok yöntem önermişlerdir. 
Ancak önerilen yöntemler problemi yeteri kadar pratik ve hızla çözememektedir. Ayrıca 
yapılmış çalışmalarda farklı yük türlerinin aynı anda çubuk üzerine yüklendiği durumlar da 
mevcut değildir. Önerilen yinelemeli yöntemde ise Excel gibi oldukça basit bir yazılım 
kullanmak yeterli olmaktadır. Çeşitli yükler ile yüklenmiş çubuğun doğrusal olmayan şekil 
değiştirmelerini gerçeğe çok yakın bir şekilde belirlenebilmektedir. Özellikle farklı yük 
grupları yüklü çubuklar için yineleme sayısı arttıkça daha doğru sonuçlar elde edilse de doğru 
sonuca ulaşmak için fazla yinelemeye gerek duyulmamaktadır. Gelecekte yapılması planlanan 
çalışmalar ise elastik bir zemin üzerindeki çubuk için şekil değiştirmelerin belirlenmesi ve 
değişen kesitli çubukların şekil değiştirmelerinin hesaplanmasıdır.       
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